
收稿日期!"##"$#%$"& 作者简介!张茂元’博士生’主要从事人工智能和网络信息系统等方面研究(卢正鼎’教授’博士生导师’主要从事数
据库’软件工程和信息系统等方面研究)

基于李雅普诺夫函数的 *+神经网络算法的收敛性分析
张茂元’卢正鼎

,华中科技大学 计算机科学与技术学院’湖北 武汉 -%##.-/

摘 要!针对前馈神经网络应时变输入的自学习机制’采用李雅普诺夫函数来分析权值的收敛性’从而揭示 01神经网
络算法朝最小误差方向调整权值的内在因素’并在分析单参数 01算法收敛性基础上’提出单参数变调整法则的离散
型 01神经网络算法)
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4 引 言

李雅普诺夫 5函数方法的特点是不用求解系统的动态
方程或分析参数特征根的实数部分正负特性’直接用确定并
分析所研究状态点处的广义能量函数来判别系统的稳定性)
从物理观念上’如果系统的某个平衡状态是渐进稳定的’那随
着系统的状态变化’其储存的能量应当是随着时间的推移而
逐渐衰减的’直至趋于平衡状态而使能量趋于极小值’就如水
泼在高低不平的地面上逐渐流动到低凹处并稳定下来)
揭示并模拟大脑神经系统的学习机理是研制智能信息处

理系统的关键之一’这里’将深入探讨基于时变输入前馈神经
网络的 01学习算法收敛性’进而分析单参数 01神经网络算
法的收敛性)李雅普诺夫函数方法应用于自组织神经网络,如

6Z‘Z]a]和 UZ,(da%c网络/的稳定分析’可用来推导条件来
保证权值的收敛’将可以看到基于 01的学习算法具有收敛
局部最小值的内在特性)假如权值的初始值处于全局最小值
或权值的分布有利于权值收敛于全局最小值’那 01学习机
制将使权值收敛到全局最小值)

7 分 析

逆传播 01算法把网络输出出现的误差归结为各权值的

8过错9’通过把输出网络的误差逐层向输入层逆向传播以8分
摊9给各层单元’从而获得各层单元的参考误差以便调整相应
的权值)
首先’如下定义前馈神经网络的输入:权值:期望输出和

实际输出!

;,#/<,;3’;"’=’;]/2>?(

’,#/<,’3’’"’=’’%/2>?(

[c,#/<,[c3’[c"’=’[c-/2>?(

[,#/<,[3’["’=’[-/2>?)
其中’@,#/表示 AVV的输入矢量’’,#/表示 AVV感知器的
权值矢量’[c,#/表示 AVV的期望输出矢量’[,#/表示 AVV
的实际输出矢量)符号 2表示矢量的转置’并且这里的 ;,#/
是通用的类型’既可以是离散类型’也可以是连续类型)于是
平方误差可表示为

a,#/<,[,#/B[c,#//2,[,#/B[c,#//C"

<D[,#/B[c,#/DC") ,3/

如果用 E表示某时间段的区间长度’那该时间段的平均平方
误差可以如下表示!
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公式/41适合于连续时间类型的 566训练7公式/31则用于
离散类型的 566训练8
对 9和权值向量 :建立李雅普诺夫 ;函数<

=/!7>1# ?!@ *
4A

B!
B>

4

/C1

其中7符号DD表示矢量的二次范数7参数 E和 F都大于零7
用来决定两项的比重程度8且
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8显然7!和DB!LBMD4在极小

值附近都是正值7加上参数 E7FN)7所以函数 ;/97:1是正定
的8
采用如下 566权值 :调整法则7其中参数 O7P大于零7

Q*为 GRG阶单位矩阵8
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/\1
对离散数据输入的自学习算法7B!LB,#)7B4!/B,B>J1#)7可
用/:/]@*1-:/]11L̂_来表示 :‘8此函数 ;对现存的 ab
算法有通用性7例如<取 F#)7P#)时7调整法则变为 >‘#-

?-*T/B!"LB>J1#-c/B!"LB>J17其中 c#?-*T7这就是传统的
梯度下降算法8
以下推导ab学习算法具有误差收敛到极小值的内在性8
定理<设 566结构中的输入输出关系为 d/_1#e/:/_17

f/_117其中 f/_1是隐式表示的8如果满足式/\17那么 :渐进
稳定收敛到极小值7B!LB>能渐进稳定趋于零8
证明<对 :按式/C1构建 ;/97:1函数7显然7函数 ;在

局部最小值附近是正定的7如果 :达到局部最小值平衡点

:R7;/97:1满足 B!LB>g>#>R#)8函数 ;对 _求导7得<
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由于函数 ;中的 f/_1是隐式形式存在的7所以 B!LBi#
)7B4!L/BiB>J1#)7从而

=h#B!B> ?SG@A B4!
B>B>H IJ >h@?B!B,@AB!B> B

4!
B,B>J

将式/\1代入7并化简得

=h#
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当DB!LB>DX)时7=h#-TDB!LB>D4-U!4j)7即 ;
在局部附近是单调递减7;将在 :的调整下单调减小7直至

DB!LB>D#)7即 B!LB>#)8可见$%&
,(k
/B!LB>1#)7B!LB>趋于

零7:的极小值是满足式/\1:/_1的解8
因函数 ;是定正函数7且 ;h是定负函数7由应用于非自

治系统的李雅普诺夫定理/对于局部范围正定的 ;/97:17且

:在 :R的附近7如果导数 ;h为常负函数7则平衡点 :R是李

雅普诺夫稳定点l如果导数 ;h是定负函数的7则平衡点 :R是
李雅普诺夫渐进稳定点81可知满足式/\1的 :#:/_1解是渐
进稳定收敛的7即 :是渐进稳定收敛到极小值7那么 B!LB>
渐进稳定收敛到零7命题得证8
综上所述7;在 :的调整下单调减小7直至DB!LB>D#

)7此时 :渐进稳定收敛到局部最小值7并不再调整7自学习
停止7不再有减小 9的机制8可见式/\1可以使 B9LB:渐进趋
于零7但不能使 9渐进趋于零8因此7函数 ;h与 9h及 B!LB>内
在相关性7只能保证在全局最小值 :R的稳定性7并非渐进稳
定性8对时变输入7如果/B!LB,1m)满足7当自学习停止时7即

DB!LB>D#)7仍可保持 9的收敛趋势7且约束了权值 :的
收敛8

n 应 用

单参数 ab神经网络算法7是多层前向神经网络在反向
传播误差时7每次仅调整一个权值7其它参数不变8其计算步
骤为<

*1给各权值参数赋予初值l
41如果权值都已处理过7跳至步骤 \7否则从未处理的权

值中取一权值7设为 :%7l

31计算权值 :%的调整值7并对权值 :%调整l

C1如果gB!LB>VgN)8)*7转至步骤 37否则转至步骤 4l
\1算法计算结束8

n8o 用李雅普诺夫函数分析单参数 pq神经网络算法的收
敛性l
对步骤 31rC1分析权值 :%收敛性7因仅调整权值 :%7所

以 B!LB>s#)/sXV18调整法则式/\1化简为<
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当E+-?+".E78时5>A%&3E+-?+".E,&4-,C85即

<在局部附近是单调递减5<将在 FG的调整下单调减小5直
至E+-?+".E%8H可见 IGJ

$K)L
+-?+".%85+-?+".%85+-?+".趋

于零5FG的极小值是满足式’M/FG’@/的解H因函数 <A是定负
函数5<是定正函数5由应用于非自治系统的李雅普诺夫定
理5可知 FG是渐进稳定收敛到极小值H
从上面的权值 FG的收敛性分析可知5单参数 NO神经网

络算法仅调整一个权值5可以使该权值渐进稳定收敛到极小
值P依次类似调整其它权值5逐步把它们收敛到各自的极小
值H这就像在多维空间求极小值5可以依次在各维上求得极小
值5这体现了 NO神经网络算法收敛的内在性H
QHR 分析单参数 ST神经网络算法的收敛速度
比较采用式’U/的非单参数 NO神经网络算法 V和采用

式’M/的单参数 NO神经网络算法 N的收敛速度H假定算法 N
的对一个权值调整的迭代次数为 WG5平均迭代次数为 WX5最

大迭代次数为 WJ5则算法 N总的迭代次数为 YZ[\次P算法 V
中5由于各个权值互相制约5使得对向量 F的调整次数大于

WX次5甚至大于 WJ次H又由于在每次对向量 F的调整中5要

对 ]个权值调整5因此算法 V的总的迭代次数大于 YZ[\次5
也就是算法 V的迭代次数大于算法 N的迭代次数H算法 N每
次迭代的计算复杂度为 ^’0/P算法 V中由于每次对向量 F
的调整5要计算矩阵的逆5计算复杂度为 _’YZI‘Y/5因此对每
个权值的每次迭代5算法 V的计算复杂度为 _’I‘Y/H经比较5
算法 N不仅在迭代次数上5而且在迭代的计算复杂度上优于

算法 V5可见算法 N的收敛速度大于算法 VH
单参数算法由于每次仅调整一个参数5因此每个参数能

较快地收敛到极小值5大大减少了各误差函数的计算量5从而
加快了 NO神经网络算法自学习的收敛速度H
QHQ 单参数变调整法则的离散型 ST神经网络算法
式’U/是通用的 NO神经网络调整法则5而式’M/是通用

的单参数 NO神经网络调整法则H对离散数据输入5取 a%85b
%8时5式’M/调整法则变为式’c/=".A%&(&03’+-d?+"./

%&e’+-d?+"./5其中 e%(&035这就是单参数梯度下降算法P
取 b%8时5调整法则变为式’f/=".A% &’()*’+,-d?

+".,//&03’+-d?+"./5这是单参数 ]gbg‘hgij&klimnlio@算
法H
由于小的学习率使网络需要较长的时间收敛5大的学习

率又可能会产生学习过程的振荡H在前面分析的基础上5提出
一个单参数变调整法则的离散型 NO神经网络算法H其算法
思想是=当权值离极小值较远时5采用调整幅度大的调整法则
来加快学习速度P当权值离极小值较近时5采用调整幅度小的
调整法则5来避免学习过程中的振荡H采用多个调整法则后5
运用前一个调整法则得到权值的最后结果就是运用后一个调

整法则的权值初值5并由于都朝极小值方向收敛5因此权值最
后渐进稳定收敛到极小值H
其算法步骤为=0/给各权值参数赋予初值P,/如果权值都

已处理过5跳至步骤 D5否则从未处理的权值中取一权值5设
为 FGPp/计算 +,-?+",.5如果小于零5转至步骤 q5否则跳至步
骤 UPq/采用调整法则式’f/5对权值 FG调整5转至步骤 pPU/
如果r+-?+".rC8s805转至步骤 ,5如果r+-?+".rt8sp采用调
整法则式’c/5否则采用调整法则式’f/PM/对权值 FG调整5转
至步骤 UPD/算法计算结束H

u 结束语

通过用李雅普诺夫函数方法对 NO神经网络算法收敛的
分析5NO神经网络算法确实具有朝最小误差方向调整权值的
内在因素H从加快收敛速度上5本文提出的单参数变调整法则
离散型 NO神经网络算法是对 NO神经网络算法的深入研究H
在这个基础上5NO神经网络自学习的收敛速度v归纳性和容
错性都可以继续深入研究H
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