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摘要模糊推理中广泛采用的合成推理规则(CRI)要求规则库必须是稠密的。但在稀疏规则库的奈件下，当输入的

事实落入规则“空隙”时，采用传统的CRI方法是得不到任何推理结果的。为此Koczy和Hirota首先提出了KH线性

插值推理方法，但推理结果存在着凸性和正规性等问题。许多学者叉提出了不同的插位推理方法，它们有不同的特点，

但从实际应用角度看，都还比较复杂。Koczy等叉提出了改进的KH插值推理方法，这种方法虽然保证了凸性和正规

性，但推理结果不够好。本文中我们提出了一种基于几何相似的插值推理方法。该方法能很好地保证推理结果的凸性

和正规性，并且推理简单，推理结果较好。这为智能系统中的模糊推理提供了一个十分有用的工具。
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Abstract The composition rule of inference(CRI)that is used widely in fuzzy reasoning demands that rule base is

dense．But when rule base is sparse，we cannot get any reasoning result by traditional CRI method for an observation

is in the gap between two neighboring antecedents．Hence Koczy and Hirota first proposed KH linear interpolative rea．．

soning method．But its consequence does not always keep convexity and normality．Several various conceptually differ—

ent methods have been proposed in the last past years for interpolating between sparse fuzzy rules which have differ—

ent characteristics．However，they are rather complicated from a practical point of view．Koczy et al further proposed

an improved KH interpolative reasoning method．Although it can keep the convexity and normality of the reasoning re—．

suit，the effect of its reasoning result is not satisfied．In this paper we propose an interpolative reasoning method based

on geometric similarity that can keep the convexity and normality of the reasoning result better and by which reason—

ing is simple，effect of reasoning is better．It devotes a useful tool for fuzzy reasoning in intelligent systems．
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1 引言

模糊推理[1]是模糊控制、模糊专家系统，模糊决策支持系

统等智能系统中的重要组成部分。为了解决模糊推理的问题，

Zadeh于1975年提出了合成推理规则(CRI)[2]，并被广泛使

用。但合成推理要求规则库必须是稠密的，即规则的前件必须

完全覆盖输入论域。只有这样，CRI方法才能得到满意的推理

结果。然而，当模糊规则库呈稀疏状态时，即规则库不能完全

覆盖输入论域，两个相邻规则的前件之间就会出现“空隙”。这

样，当输入事实落入规则前件的“空隙”时，采用传统的CRI

方法就不能得到任何推理结果。有学者已经证明采用插值法

也可得到与CRI方法相同的推理结果，即模糊推理本质上就

是插值器[3]。Koczy和Hirota首先提出了稀疏规则条件下的

KH插值推理方法[‘’5]。但不久就有许多学者指出这种方法的

一些不足．比如在许多情况下，采用该方法所得到的推理结果

的隶属函数是非凸的和非正常的。因此，在过去的几年里．许

多学者提出了一些KH插值推理方法使用的限制条件和一些

从不同思路考虑的插值推理方法，它们有不同的特点，但从实

际应用角度看，都比较复杂。Koczy等又提出了改进的KH插

值推理方法[6]，但推理结果不够满意．

为了在稀疏规则条件下能有高效且推理效果好的推理方

法，本文提出了一种基于几何相似的插值推理方法，这种推理

方法所得到的插值推理结论B。都是正规凸模糊集，而且从实

际应用角度看，其算法简单，推理效果较好。

为了讨论的方便，先定义如下几个概念。

定义1 假定A。，A：是论域u上的模糊集，若A。nA：一

声。则称A。，Az是不相连的。

定义2假定A一{A．一E Io<i≤行}为规则库(A．为模糊

规则前件)，假定A，<A2<⋯<A．<A+。<⋯<A，若存在0

<i<n，A。，A川是不相连的，则称规则库A是稀疏的。

定义5假定A=(A，一日10<i≤n}为规则库(A．为模糊

规则前件)，假设A。<A<⋯<A<A+·<⋯<允，若对于任

意的0<i<n，A，nAm≠声，则称规则库A是稠密的。

2 KH插值推理及改进的KH插值推理的分析

Koczy和Hirota在文[4，5]eo提出的线性插值推理(简称

为KH线性插值推理)的基本机理可简述如下：

定义4假定A，，A：是论域U上的模糊集，且A。<Az，即

对于任意的a∈[o，1]，有i∥{At。}<inf{A“}，sup{A-．)<sup
{A：．}则口截集A。。和A。。之间的下限距离和上限距离分别定

*)本课题得到国家高性能计算基金(00303)和华中科技大学科学研究基金(M99015)资助．王天江博士研究生，主要研究领域为人工生命．面

向信息网络的智能应用．模糊推理。遗传算法．卢正鼎教授．博士生导师．主要研究领域为计算机辅助软件工程，智能信息系统。李凡教授，

主要研究领域为人工智能。模糊信息处理．自动推理，遗传算法．
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义如下：

dz(以l。，Az。)一d(inf(AI。}，inf{A2。}) (1)

由(A1。，A2。)=d(sup(Al。}，sup{A2。}) (2)

其中d是欧氏距离，或者更一般地可以是闵可夫斯基距离。

定义5假定A。一B。Az—Bz，是论域u×矿上的不相连

的两个模糊规则，A。，Az和B-，岛分别是U和矿上的模糊集，

假定A’是论域U上的一个输入事实，如果A，<A。<A．则

两个模糊规则之间的线性插值定义为：

dL(A1。．A：)：dL(A：，A2。)一dL(Bl。，B：)：dL(B：，Ba)(3)

dv(A1。，A：)：dv(A：，A2。)=du(B1。，B：)：du(B：．B24)

(4)

其中口∈[o．1]，将式(1)和式(2)分别代入式(3)和式(4)，即

可得到：

inf{B净业譬意警案糍筹字型
(5)

．一．dL(Al。，A2)inf{B2。}+dL(A2，A2．)inf{Bl。}’up{B2，2———Z讶i否下砑疋虿jj—一
(6)

当在两个不相连的模糊规则以，一B。和A一恳的两个前
件A。，A。之间插入一个与A-，A。不相连的输入事实A’时，对

于式(s)，(6)给出的所有inf{B：}和sup{B2}aE[o，1]，运用

分解原理，可以得到推理结论B。。

让我们仔细分析一下KH线性插值推理，式(5)，式(6)一

般来说是一个双曲函数，也就是说，在许多情况下，插值结果

B’是一个非凸的模糊集。甚至有时候B。还不是通常的模糊

集。这是因为i，t，{B?}<inf{Bi}(或者sup{Bi}>sup{掰})
这样的极端情形在实际应用中是经常会遇到的．如图1所示。

图中B。的隶属菌数是一个非正常的模糊集。

，叩(B≯

图1 KH线性插值的插值结果

为了解决这个问题，Kawase和Chert口】，以及Shi和

Mizumotoc。】都提出了一些使用KH线性插值推理的限制条

件以便得到正规和凸的模糊集。进一步Baranyi，Tikk，Yam．

Koczy和Nadai又提出了一个改进的KH插值推理方法[e】，

从而得到正规和凸的推理结果，以避免非正常推理结果的出

现。下面我们对改进的KH插值推理方法做一个简要分析。

在分析改进的KH插值推理方法以及讨论本文提出的基

于几何相似的插值推理方法时，我们都假设推理规则的前件

和后件都是分段线性的CNF集，它由特征点alG=一m，⋯，

n)所描述，如图2所示．

口‘=妇一．。⋯，ao)和aR一(舶，⋯，a．)表示了模糊集A的

左边和右边特征点。由于A是CNF集。所以有al≤口』，i≤歹∈

[一所，H]。4。是模糊集4中最重要的参考点，如果A的核中只

有一个点，则选择该点，否则可选择核中的任意一点．由于该

方法的左边和右边的推理相似，我们只讨论右边的情形．左边

同理可得。

KH线性插值推理又可以描述为下面的形式：

6。一(f—f^)6l+，^62 (7)

其中，f是单位矩阵且
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图2分段线性CNF集A的表示

考虑两条插值规则A。一Bl和A2一B：，A。，Az，B。和B2的

右边特征点分别表示为：口。R一(‰，⋯，‰)，a2R一(％，⋯，

口z。)，blR==(6lo，⋯，bl。)和bzR=(6zo，⋯，b2。)

为了解决KH方法中存在的问题，改进的KH插值推理

方法提出首先转换特征点到一个新的坐标系：b'o=b。．历
跣：(巩一bl一；)．,／dzV#i五一2，⋯，，2—1 (t))

跣=6一一6-一l

然后通过公式(7)和(8)，用KH方法在新坐标系下进：阿

插值推理如下：

W’一(1一九)萌^十丸6'2^ (10)

最后将推理结果转换回原来的坐标系如下：
●6；：∑(bg·／俪) (1I)

·_0

经过改进的KH插值推理方法这三步计算插值得到的推

理结果克服了KH插值推理方法中的凸性和正规性问题。算

法也保持了KH插值推理方法的简单性。但它的推理结果却

不能令人满意，这在后面的比较分析中，我们将讨论和说明这

个同题。

为了使稀疏规则条件下的插值推理既能保持凸性和正规

性又有满意的推理结果，同时推理方法的算法简单，推理效率

高，下面提出了一种基于几何相似的插值推理方法，这种基于

几何相似插值推理方法所得到的插值推理结果B。都将是正

规凸模糊集。而且从实际应用角度看，其算法简单，推理效果

较好。

3基于几何相似的插值推理方法

几何相似是我们在判断、分析和推测事物时常用的一种

方法。从几何形状上看，分段线性的CNF集由许多个梯形或

三角形(可看成是上底为0的特殊梯形)所组成。考虑两条推理

规则A-一B，，A。一B：，我们认为输入事实A。与A。和Az之间

的某种几何相似性，在B。与B-和B：之间也应该存在，从而以

输入事实中每个梯形所围成的几何面积占规则前件所围成的

几何面积的比例以及中心特征点之间的关系为插值依据形成

了基于几何相似的插值推理方法。
’

定义6 假定以。一B。，也一岛是论域u×y上的不相连

的两个模糊规则，且A。，A。和B。，B2分别是u和y上的模糊

集，设A’是论域【，上的输入事实，如果A。<A。<A。且a。

ag，口20'blo，bg和620分别是Al，以。，A2，Bl，B。和B2的中心特

征点；s删，&·t，S删，S蛐，Ss．f’S砾分别是A1，以。，也，且，．目。

和岛的隶属函数中第i个梯形所匿成的面积，则两个模糊规

则之间的基于几何相似的插值定义为：
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S^-^ SB-^页i习=一—SB¨+—SB2k
璺：二璺!!一垒：二刍!
a20一口i b20--b；

(o≤^≤，l，或一m≤^≤o)(12)

(13)

由于其左边和右边的计算过程相似，我们只讨论右边的

情形。左边同理可得。图3给出了基于几何相似的插值方法的

几何说明。

苄 AI A· A， 爷 Bl B． B，迪磐。惶磐v
b'o b”

图3基于几何相似的插值推理方法的几何说明

根据梯形面积的计算公式，代入式(12)整理得：

w一6--+鱼立二鱼al毫k三a堕ir监-1三色专三譬a2趔k-1 (o≤五≤，1)
一 十d2^一

’ ’

(14)

由式(12)整理得：·-：—(ao"--a ao)b20+—(a20--ao")blo(1500 、⋯
a20——alo

从式(14)和式(15)我们知道，我们的基于几何相似的插

值推理方法的具体计算过程是很简单的。

定理1 基于几何相似的插值推理方法在CNF集条件

下，总能得到凸且正规的推理结果。

证明：我们知道推理结果的特征点向量中各分量如满足

下式，则是凸的[“：

6，≤67 V i i≤j∈Eo，n-1 (16)

由于推理规则和输入事实都为CNF集，由式(14)有：w一址-一鲢等等鲁鲁掣≥。“一“一-一————瓦_=瓦ii耳五i=乏i=一声o
(O≤^≤雄)

所以满足式(16)，从而推理结果B。是凸的。另一方面，由于推

理规则和输入事实都为CNF集，所以有,UB，(6。。)=1和,un。

(62。)一1，至少有6；，满足,us·(6i)一1，从而推理结果B。是

正规的，从而定理得证。

所以本文给出的基于几何相似的插值推理方法所得到的

推理结果是凸且正规的，而且算法简单，效率高。

4基于几何相似的插值方法与KH插值方法以及

改进的KH插值方法的比较

4．1凸性和正规性

从上面的分析可以看出，KH插值推理方法在许多情况

下不满足凸性和正规性。改进的KH插值推理方法满足凸性

和正规性r“。我们的基于几何相似的插值推理方法也满足凸

性和正规性。

4．2计算效率和复杂度

根据式(7)，KH插值推理方法计算W需要4个加减运

算，3个乘除运算；将式(9)，式(10)和式(11)进行整理和化简

后，改进的KH插值推理方法可表示成下面形式：

6f#((口20--a；)6lo+(口f Dalo)6拍)／(口20一口lo)

W；b；-l+((n甜一口?)(61^一bl^一1)+(口?一a1·)(翰一

b—1))／(口"一口11)

它计算W需要7个加减运算，3个乘运算；我们的基于几何相

似的插值推理方法，根据式【14)，计算W共需8个加减运算，2

个乘除运算。

如果推理规则的模糊集有n个特征点，则执行一条插值

推理所需计算量是上面分析的单点计算量的n倍。下表给出

它们推理结果的计算量比较。

表1 插值推理方法计算量的比较

加减运算 乘除运算
KH插值推理方法 4×n 3×n

改进的KH插值推理方法 7×n 3×n

基于几何相似的插值推理方法 8×rl 2×n

如果把乘除运算与加减运算等同看待的话，我们的基于

几何相似的插值推理方法的运算量等于改进的KH插值推理

方法的运算量。如果在有些情况下，乘除运算所需时间大于加

减运算，我们提出的基于几何相似的插值推理方法的计算效

率则高于改进的KH插值推理方法。

4．3插值的物理意义解释

KH插值推理方法是根据n一截集的下确界和下确界之间

分别成线性关系，意义明确；改进的KH插值推理方法为了满

足凸性和正规性，对特征点做坐标变换等数学处理，所以没有

直观的物理意义解释；我们的基于几何相似的插值推理方法，

是以模糊集隶属函数图形的几何相似性为基础，有着明显直

观的物理意义解释。

4．4推理效果

对推理效果，我们通过一个实例来分析说明。

下面给出一个实际例子。以说明基于几何相似的插值推

理方法，并与KH插值推理方法和改进的KH插值推理方法

进行比较。实例中的两条推理规则和输入事实由下图给出。

O 3 4 7 8 9 10 11

3j
9．5

图4实例中推理规则的前件和输入事实

U

图5实例中推理规则的后件

根据式(7)(8)(9)(10)(11)(14)(15)，几种推理方法的推

理结果特征点如表2所示。

表2几种插值推理方法推理结果的特征点

6二2 6二l l W l W W

KH推理方法 10 9．5 10．19 10．88 10．25

I改进的KH推理方法 7．5 I 9．5 I 10．19 I 10．88 I 12．88 I
l基于几何相似的推理方法 8．77 9．44 10．19 I 10．94 11．6

为了便于比较，图6～图8给出推理结果的图形表示。

5 9‘5器．磐‘铝
∞

图6 KH推理方法的推进结果

(下转第175页)
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验结果表明，基于竞争机制的连续Hopfield神经网络矢量量 化算法具有更好的性能以及强大的并行处理能力。

(a) (b)

(a)：分块大小为4×4的LBG算法还原图(PSNR*31．

(b)：分块大小为8 x 8的LBG算法还原图(PSNR=28．

(d)

6784)

1905)

(c)：分块大小为4×4的竞争连续HopfieId算法还原图(PSNR=33．967 5)

(d)：分块大小为8 x 8的竞争连续HopfieId算法还原图(PSNR=30．5 31 0)

图2码书c-----255时两种算法压缩还原图对比
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图7改进的KH推理方法的推理结果

图8基于几何相似的推理方法的推理结果

通过对以上推理结果图形的对照比较，我们的基于几何

相似的推理方法的良好的推理效果是显而易见的．从输入事

实和推理结果与规则间图形的关系，可以明显看出基于几何

相似的推理方法的推理结果远优于改进的KH插值推理方法

的推理结果和KH线性插值推理方法所获得的推理结果·，从

图中可看出，基于几何相似的推理方法的推理结果召‘与A。

的关系和推理规则中Bt与At，岛与Az的关系一致；而且B。

与B。，B：的关系和A。与4，，A。的关系也完全一致。但改进的

KH插值推理方法却没有这种关系的一致性。这也表明我们

的基于几何相似的推理方法更能得到满意的推理结果．

结论Koczy和Hirota提出的KH线性插值推理方法的

推理结果在许多情况下是非凸的，甚至不是模糊集。而改进的

KH插值推理方法的推理结果不够满意。本文在相似性原理

的基础上，提出了基于几何相似的插值推理方法，推理结果具

有凸性和正规性，该方法既具有计算方法上的简单与高效，又

有满意的推理结果，而且插值方法具有直观的物理意义解释。

这为智能系统在稀疏规则条件下进行模糊推理提供了一个十

分有用的工具。
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